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Magdalena Forys-Krawiec Algebra liniowa z geometrig I Zestaw 6A

1) Dzialaniem wewnetrznym w zbiorze A # () nazywamy kazde odwzorowanie h: A — A.

2) Jezeli o jest dzialaniem wewnetrznym w A # (), to:

a) jest laczne <& Vr,y,z€ A:(xoy)oz=1zo0(yoz)

b) jest przemienne << Vi,y€ A:zxoy=vyoux

c) e € A nazywamy elementem neutralnym dzialaniao << Vre€ A:zoe=-eox = x. Jezeli
w zbiorze A istnieje element neutralny, to jest on jedyny.

3) Jezeli istnieje element neutralny e € A dzialania o okre$lonego w A, to elementem odwrotnym do
elementu x € A nazywamy element 2’ € A taki, ze

rox' =2 ox=e.

4) Jezeli dzialanie o jest laczne w A i e € A jest elementem neutralnym tego dzialania, to jezeli x € A
posiada element symetryczny 2’ € A, to jest on jedyny oraz (') = z.

5) Pare (A, o), gdzie o jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze A # (), nazywamy grupa jezeli dzialanie
o jest laczne, w zbiorze A istnieje element neutralny oraz dla kazdego elementu z A istnieje element
do niego symetryczny. Jezeli dodatkowo dzialanie o jest przemienne, to (A, o) nazywamy grupa prze-
mienng lub abelowa.

6) Trojke (P, o,*), gdzie o, x sa dzialaniami wewnetrznymi w P nazywamy pier§cieniem, jezeli spelnione
sg warunki:

a) (P,o) - grupa abelowa, gdzie przez 0 oznaczamy element neutralny o

b) Vx,y,z € P: (xxy)xz =z * (y x z) - tacznos¢ dzialania

c) Ve,y,z € P: (zoy)xz=(zx2)o(yxz) A xx(yoz)=(xxry)o (zxz)- rrozdzielnosé¢ =
wzgledem o.

7) Ponadto jezeli zachodzi:

a) Vx,y € P: 1z *y =yx*x - przemiennosé¢ x, to P nazywamy pierscieniem przemiennym.

b) w P istnieje 1 - element neutralny dzialania %, tzw. jedynka pierscienia, to P nazywamy pier-
Scieniem z jednoécia.

c) Jezeli z,y € P\ {0} oraz x xy = 0, to elementy x i y nazywamy dzielnikami zera. Piericien
przemienny, z jednoscia i bez dzielnikéw zera nazywamy pierScieniem catkowitym,

8) Pierscien z jednoscia (K, +,-) nazywamy ciatem, jezeli dla kazdego elementu z € K\ {0} istnieje
element symetryczny wzgledem dziatania multiplikatywnego ” - 7. Jezeli ponadto dziatanie ” -7 jest
przemienne, to cialo nazywamy cialem przemiennym.

9) Odwzorowanie h: G; — G2 nazywamy homomorfizmem grupy (G1,*) w grupe (Ga, 0), jezeli V,y €
Gi:  h(x*y) = h(x) o h(y). Jezeli homomorfizm jest bijekcja to nazywamy go izomorfizmem.

10) Odwzorowanie h: P; — P nazywamy homomorfizmem pierscienia (ciata) (P;,+,-) w pierécien

(cialo) (P, @, ®) jezeli:

a) Ve,y € P1: h(z+y) =h(z)®h(y)
b) Vz,y € P,:  h(z-y) = h(z) ® h(y)

Jezeli h dodatkowo jest bijekcja, to h jest izomorfizmem pierscieni (ciatl).
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Zadanie 1. Sprawdz, czy para (A, *) jest grupa. Jesli tak, sprawdz, czy jest grupa abelowa.
a) (Zs,-s5), gdzie a -5 b to reszta z dzielenia a - b przez 5,

b) (Z4,+4), gdzie a +4 b to reszta z dzielenia a + b przez 4,

d) A=R?oraz (a,b) x (z,y) = (ax — by, ay + bx),
e) A={x+yv2:2,y€Q}oraz axb=a+b,

)
)
¢) A=R\{1} oraz axb=ab—a—b+2,
)
)
f) A

= {fo, i, fo. f3}, gdzie fo(x) =z, fi(z) = —a, fo(z) = ;, fa(x) = —; oraz x jest sktadaniem
funkcji,

g) A={2€C: Argz € {¥ : k € Z}} oraz  jest dodawaniem liczb zespolonych,
h) A={zx€Z :3ke€Z:x=2kVax=3k}orazaxb=a-+b,

i) A={z€C:Rez=0AImz # 0} oraz z xw = izw.

Zadanie 2. Sprawdz, czy ponizsze struktury stanowia grupe (abelowa):

T+y

a 1+zy’

(=1, 1], %), jesli z x y =
b) ((—1,1),%), gdzie dzialanie xjest okreslone jak wyzej,

d

) (
) (

c) ({z€C:|z| =1},-), gdzie - oznacza mnozenie liczb zespolonych,
) {z € C:|z| > 1},-), gdzie - oznacza mnozenie liczb zespolonych,
) (

e) {z€C:|z| =1}, 0), gdzie zow = |z|w.

Zadanie 3. Okresl liczbe inwersji oraz znak ponizszych permutacji:

a) oy = (4,5,2,1,3), b) o9 = (3,5,2,4,1), c) o3 =1(5,2,4,3,1).
Rozl6z powyzsze permutacje na transpozycje. Wyznacz o, Yooy, 09007, o3 ooy o oy L
Zadanie 4. Dobierz i, j, k € {1,...,8} tak, aby wyrazenie

A1406205;085021A38A4707
wchodzito w sktad sumy okreslajacej wyznacznik 8 stopnia ze znakiem plus.
Zadanie 5. Jaka strukture stanowi zbiér A wraz z podanymi dziataniami?
a) A={z €R:2=a+b/3,a,b € Q} z dodawaniem i mnozeniem,
b) A=R? (a,b) @ (¢,d) = (a+c,b+d), (a,b) ® (c,d) = (ac,ad + b),

c) A - zbior funkcji postaci f(x) = ax + b dla a,b € R,a # 0 z dzialaniami dodawania i sktadania
funkcji.
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Zadanie 6. W zbiorze R? okreélamy nastepujace dziatania:

(a,b) ® (¢,d) = (a+c¢,b+d),
(a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc).

Wykaz, ze struktura (Q?, @, ®) jest cialem. Czy struktura (R? @, ®) jest cialem?

Zadanie 7. Rozwazmy odwzorowanie f : R — R dane wzorem f(z) = 2x + 1 oraz grupy (R, o),
(R, %), gdzie zoy =x+y+2, xxy = v +y — 5. Czy odwzorowanie f jest homorfizmem miedzy tymi
grupami? Jedli tak, to czy jest to izomorfizm? Jesli nie, wskaz izomorfizm miedzy tymi grupami.

Zadanie 8. Niech A = R\{1}. Sprawdz, czy struktura (A, o) jest grupa, jesli zoy =z +y — zy.
Jesli tak, sprawdz czy odwzorowanie f : A 3 x +— |z| € R jest homomorfizmem grupy (A, o) w grupe
(R, +)7

Zadanie 9.

a) Niech (G,-) oraz (H,®) beda grupami, a eg, ey ich elementami neutralnymi. Udowodnij, ze jesli
f G — H jest homomorfizmem, to f(eg) = ey.

b) Wykaz, ze w dowolnej grupie (G,*) réwno$¢ a® = a (gdzie a*> = a x a) zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy a jest elementem neutralnym grupy G.

c¢) Dla dowolnego pierécienia catkowitego (P, @, ®) oraz elementu a € P udowodnij, ze:

d=0=a=0gdziea®=a®a0®a.

Zadanie 10.

a) Niech X = R x(R\{0}). Udowodnij, ze struktura (X,«) jest grupa, jesli dziatanie x okreslone
jest nastepujaco:
(a,b) * (¢,d) = (be + a,bd).

b) Dane jest odwzorowanie f : X — R\{0} takie, ze f(z,y) = y. Udowodnij, ze f jest homomorfi-
zmem grupy (X, ) w grupe (R\{0},-). Czy jest to izomorfizm?



